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Aufgabe 1 (3 Punkte).
a) In der Sprache L sei p[x1,...,z,] eine L-Formel der Form

(10[1'17"'7xn] = 33/1 Hymw[xla s Ly Y1y - - 7ym]7

wobei ¥ eine quantorfreie L-Formel ist. Gegeben eine Struktur B sowie Elemente aq,...,a, aus
der Unterstruktur .4 von B, zeige, dass

A gla,...,an) = B ¢lal,...,ap].
b) Gilt die Riickrichtung?

Aufgabe 2 (4 Punkte).

Sei L eine Sprache, welche ein einstelliges Pradikat P, fiir jedes n in N enthilt. Betrachte eine
L-Theorie T und eine £-Formel o[z] derart, dass in jedem Modell A von T jede Realisierung a von
¢ in einem der Pridikate P! liegt. Zeige, dass es ein N aus N gibt, so dass

T =V (gp[x] — \/ Pn($)> .

Hinweis: Kompaktheitssatz.

Aufgabe 3 (10 Punkte).
Sei I eine (nicht-leere) Menge. Ein Filter F auf I ist eine nicht-leere Teilmenge der Potenzmenge
P(I) mit folgenden Eigenschaften:

1. 0 g Fund I € F.
2. Fiir alle X und Y aus F, liegt X NY in F.

3. Falls X in F liegt und X C Y, dann liegt Y auch in F.

a) Zeige, dass jeder beliebige Durchschnitt von Filtern wieder ein Filter ist. Ist die Vereinigung von
Filtern wiederum ein Filter?

Eine nicht-leere Teilmenge B C P(I) ist eine Filterbasis, falls kein endlicher Durschnitt von Ele-
menten aus B leer ist. Ein Ultrafilter ist ein maximaler Filter.

b) Zeige, dass eine Filterbasis B einen Filter bestimmt, welcher von B erzeugt wird.

Falls B = {X} fiir ein X C I, wird der von X erzeugte Filter Hauptfilter genannt.
(Bitte wenden!)



c) Zeige, dass jeder Filter in einem Ultrafilter enthalten ist. Ferner zeige, dass ein Ultrafilter genau
dann ein Filter F ist, wenn er folgende Zusatzeigenschaft besitzt:

4. Wenn X UY in F liegt, dann liegt X oder Y in F.

d) Wenn ein Hauptultrafilter & von der Teilmenge X C I erzeugt wird, wie grof} ist dann X7 Fiir
unendliche I sei F(I) die Kollektion aller koendlichen Teilmengen von I, das heifit,

F(I)={X CI:I\X ist endlich}.

Zeige, dass F(I) ein Filter ist. Ein Ultrafilter U/ ist genau dann kein Hauptfilter, wenn U den
Filter F(I) enthélt.

e) Falls die Menge I Michtigkeit R hat, zeige, dass ein Ultrafilter U genau dann unter abzéihlbaren
Durchschnitten abgeschlossen ist, wenn U ein Hauptultrafilter ist.

f) Gegeben einen Filter F auf I und eine Familie (X;);e; von (nicht-leeren) Mengen, definiere
folgende Relation auf [ [, ; X;:

(ai)ie[ ~F (bi)ief — {Z €l:a;= bz} e F.

Zeige, dass ~r eine Aquivalenzrelation ist.

DIiE UBUNGSBLATTER KONNEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. ABGABE DER UBUNGSBLATTER
IM FacH 3.33 iM KELLER DES MATHEMATISCHEN INSTITUTS.



